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De la fenêtre de mon bureau je contemple le vieux pont de Malzéville et, me 
projetant 65 ans en arrière, j'imagine Jean Leray, alors jeune professeur à 
l'Université de Nancy, regagnant son domicile depuis la porte de le Craffe, 
près de laquelle était alors l'Institut de Mathématique, s' arrêtant sur ce vieux 
pont pour scruter les tourbillons de la Meurthe derrière les piles du pont, et 
s 'interrogeant sur les solutions turbulentes des équations de Navier-Stokes . 

Abstract 

Let (Xr, 0) be a germ of real analytic subset in (M^, 0) of pure dimension 
n + 1 with an isolated singularity at . Let 

(/m,0):(Xk,0)^(M,0) 

a real analytic germ with an isolated singularity at , sucli that its com- 
plexification fc vanishes on the singular set 5* of Xc .We also assume that 
Xr — {0} is orientable . 

To each A G H^{X^ — {0},C) we associate a n— cycle T{A) ("explicitly " 
described) in the complex Milnor fiber of fc at such that the non trivial 
terms in the asymptotic expansions of the oscillating intégrais e^'^^^^^(p{x) 
when T — s> ±oo can be read from the spectral décomposition of T{A) relative 
to the monodromy of /c at . 
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Résumé 



Soit (Xk, 0) un germe de sous-ensemble analytique réel à l'origine de de 
dimension pure n + 1 ayant une singularité isolée en . Soit 

(/m,0):(Xm,0)^(M,0) 

un germe de fonction analytique réelle ayant une singularité isolée en telle 
que sa complexifiée fc s'annule sur le lieu singulier S de Xq ■ Nous sup- 
poserons également que la variété analytique réelle Xk — {0} est orientable. 
A chaque A G H^{X^ — {0}, C) nous associons un n— cycle T{A) (explicite- 
ment décrit) dans la fibre de Milnor complexe de fc en tel que les termes 
non triviaux dans les développements asymptotiques quand r ^ ±oo des 
intégrales oscillantes J^é^'^^^^^(p{x) soient détectés par la décomposition 
spectrale de F (A) par rapport à la monodromie de fc en . 
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1 Introduction 



Ce texte est un hommage à Jean Leray ; on constatera facilement que par 
les idées et les techniques utilisées, il est un des nombreux descendants en 
hgne directe du fameux article [L.59] "le problème de Cauchy III" qui est 
l'une des grandes contributions de Jean Leray à la théorie des fonctions de 
plusieurs variables complexes. Cet article peut être lu à deux niveaux . Le 
premier niveau, qui est proche de la conférence donnée à Nantes, est une 
introduction à la théorie des singularités d'une fonction analytique réeUe ; 
son but est d'expliquer comment celle-ci permet de décrire les développements 
asymptotiqucs des intégrales oscillantes à phase analytique réelle. Il est assez 
surprenant et intéressant de voir que la topologic de l'application définie 
par la complexifiée de la phase considérée et la topologie de la position du 
réel dans le complexe suffisent à prévoir exactement quels types de termes 
apparaîtront dans ces développements asymptotiques. Dans cette optique, 
on peut simplement considérer le cas oii (Xjj, 0) = (R"'+-'^, 0) et se contenter 
de lire seulement les énoncés des résultats ainsi que les constructions qui 
les précèdent définissant les cycles T{A) et T{A) respectivement pour les 
théorèmes 1, Ibis et 2 . Les énoncés des corollaires étant probablement plus 
faciles à comprendre que ceux des théorèmes eux-même . L'autre niveau 
est celui d'un article de recherche qui améliore les résultats déjà connus sur 
ce sujet .En particulier nous généralisons substantiellement les résultats de 
[J.91] ,[B.M.02 ] et [B.02] . 

De façon précise, nous décrivons , si {X^, 0) C {M.^ , 0) est un germe d'ensemble 
analytique réel de dimension pure (n + l) à singularité isolée en (donc nous 
étudions des problèmes de "phase stationnaire" avec une singularité ambiante 
là oii la phase stationne) et si (/r, 0) : (X^, 0) — > ((M, 0) est un germe ana- 
lytique réel à singularité isolée en sur (Xm, 0) , sous l'hypothèse que le lieu 
singulier du complexifié {Xc, 0) est contenu dans {/c = 0} et que Xr — {0} 
est orientable, les termes qui vont apparaître dans le développement asymp- 
totique quand r — > +oo de l'intégrale 

oii (f est une forme C°° de degré n + l , à support compact (une forme- 
test) , et oii A = X^a^a-^a ^ H^{X]s, — f^^{0),C) est une combinaison 
linéaire à coefficients complexes de composantes connexes de X^ — f^^{0) ■ 
Nous exhibons un n-cycle r{A) associé à A dans la fibre de Milnor en de 
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la complexifiée fc de /k dont la décomposition spectrale par rapport à la 
monodromie en de fc gouverne ces développements asymptotiques. 
Les énoncés précis sont donnés aux théorèmes 1, Ibis et 2 et dans les corol- 
laires qui les suivent . Evidemment, si l'on sait montrer que pour un A 
donné le cycle T{A) n'est pas nul dans la cohomologie de la fibre de Mil- 
nor, on en déduit qu'il existe une forme test ip pour laquelle la fonction 
r — > Jj^e'^'^^'^^\ip(x) n'est pas une fonction de la classe de L. Schwartz sur 
M. C'est en fait la méthode utilisée par A. Jeddi dans [J.02] (en s'inspirant 
de l'article "fondateur" [M. 74]) pour résoudre la "conjecture" de Palamodov 
(voir [P.86]), c'est à dire pour montrer que dans le cas oii (Xk, 0) = (M""*"^, 0) 
et 011 A = J2a ^« (on intègre donc sur R"+^) il existe une telle forme test (p. 
En fait , A. Jeddi déduit le cas général d'une fonction analytique réelle sur 
W^^-^ du cas d'une fonction à singularité isolée. 

Pour terminer cette introduction, je voudrais remercier le Laboratoire de 
Mathématiques de l'Université de Nantes, maintenant Laboratoire Jean Leray, 
pour m' avoir invité à donner cette conférence lors de son "baptême" . 



2 Transformation de Mellin sur M* 

Soit ip une fonction sur M* qui est bornée et à support borné ; nous 
définirons la transformée de Mellin de (p pour 3fî(A) > par la formule 
suivante : 

ITT Jo X Jq X 

C'est un exercice élémentaire de voir que si p se prolonge en une fonction 
C°° sur M, alors Mp se prolonge en une fonction entière (voir [B.99] ). 
Pour illustrer cette définition, donnons un résultat qui nous sera utile plus 
loin : 

Lemme 1. 

Soit so > et soit p) la fonction définie par : 
p){s) ^ {s/sqY .P[Log{s/sQ)\ pour < s < so 
p){s) = {s / sqY .Q[Log{s j sq)] pour — sq < s < 
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où P et Q sont des polynômes et où la partie imaginaire du logarithme est 
dans l'intervalle ] — 37r/2,7r/2[ pour z n'appartenant pas à iM"*" . Alors le 
résidu en X = —r de la fonction méromorphe : 

Jo s Jo s 

est égal à P(0) - Q(0) . 
Preuve. 

Posons X — s/so ■ Cela donne : 

(7r dr 
F(A)=/ x^x'.P[Logx]—-e-'^^. x\e-'''' x' .Q[Logx - in] — 
Jo ^ Jo ^ 

Mais si F désigne le contour formé du segment [-1,1] et du demi-cercle unité 
inférieur parcouru dans le sens indirect la nullité de l'intégrale : 

/ z^+'^.QiLogz] — 
Jt ^ 

et le fait que la contribution du dcmi-ccrclc à cette intégrale est une fonction 
entière de A montrent que le résidu en A = — r de F{X) est le même que celui 
de la fonction méromorphe : 

dr 

/ x''^^.{P-Q)[Logx].- . 
On conclut alors facilement ■ 



Remarque. 

Ce lemme met en évidence une erreur de calcul dans la preuve du théorème 
6.1 de [B.M.02] qui conduit aux formules erronnées (6.2a) et (6.2b) de cet 
article. Les formules correctes sont données aux théorèmes 1 et Ibis (pour 
plus de précisions se reporter à la "Remarque/ Erratum" qui suit le corollaire 
du théorème 1 ). 

Considérons maintenant la situation d'un germe : 

(/m,0):(Xm,0)— .(M,0) 

de fonction analytique réelle sur un espace analytique réel (Xjr, 0) satisfaisant 
les hypothèses suivantes : 

Ha) {X^, 0) est de dimension pure n -|- 1 et est lisse en dehors de l'origine . 
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H h) fs^ a une singularité isolée en sur X-g^ 

H c) Le complexifié Xc de a un lieu singulier S contenu dans {/c = 0} 
011 (/c, 0) : {Xc, 0) — >■ (C, 0) est la complexifiée de (/k, 0). 

H d) Notre dernière hypothèse sera que X^ — {0} est orientable , et nous 
fixerons une fois pour toute une orientation de cette variété analytique 
réelle lisse de dimension n + 1 . 

Le lecteur non familier avec les espaces analytiques singuliers pourra supposer 
que l'on a simplement Xk = M""*"^ . Les résultats sont déjà intéressants dans 
ce cas (et les hypothèses H a) , H c) et H d) sont alors automatiquement 
satisfaites ) . 

Précisons que, contrairement à la situation qui est considérée dans [B.M.02] 
et [B.02] , nous ne supposons pas ici que le complexifié Xc de Xr a une 
singularité isolée en . Donc S peut être de dimension positive, mais ne 
rencontre Xr qu'au plus à l'origine . Nous ne supposons pas non plus que fc 
a une singularité isolée en dans Xc (ce qui, pour S ^ {0} , n'a d'ailleurs 
pas un sens évident, mais qui est l'hypothèse faite" en plus "de S" = {0} dans 
[B.M.02] et [B.02] ) . 

Fixons maintenant un représentant de Milnor 

/ : Xc ^ L> 

du germe (/c, 0) dans (Xj., 0) (voir au paragraphe 3 pour plus de précisions 
sur cela ). Notons par Xr et /r les représentants correspondants des germes 
(Xm,0) et (/m,0) . Soit A - Ea««-^« un élément de //0(Xm - /r'(0),C) , 
c'est -à-dirc une combinaison linéaire à coefficients complexes de composantes 
connexes de X^ — /^^(O) (il n'y a qu'un nombre fini de telles composantes 
connexes comme on le verra plus loin) . Définissons alors le 1-courant sur Xr, 
dépendant holomorphiquement du paramètre A , en posant pour 3ÎA ^ 1 

on □ désigne une n— forme à support compact dans Xr ; c'est -à-dire 
que pour chaque □ donnée, la valeur sur cette forme-test de ce 1-courant est 
la transformée de Mellin (définie ci-dessus) de la fonction sur M* définie par 
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s — > / □ 

JAr]{fR=s} 

L'intégrale oscillante e*"^-^ DAdf sera alors, par définition , la transformée 
de Fourier de cette même fonction sur M (elle est localement bornée à l'origine 
et à support compact ) . 

Il est bien connu que, grâce au théorème de désingularisation [H. 64] de H. 

Hironaka, la fonctiondéfinie ci-dessus est sur M* et admet quand s — >■ ±00 
des développements asymptotiques indéfiniment dérivables dans l'échelle des 
fonctions s''+'' .{Log\s\y avec a G [0,l[nQ , j e [0,n]nN et G N (voir 
[A.70] et [JQ.70] ). 

On en déduit immédiatement que la distribution /^/^ □ ainsi que le 1- 
courant /"^ □ A y admettent des prolongements méromorphc en A à tout 
le plan complexe, avec un nombre fini de séries de pôles d'ordre < n + 1 en 
—a — u où a prend un nombre fini de valeurs dans [0, l[f] Q et 011 1/ G N. 
De façon équivalente, on en déduit que l'intégrale oscillante e^'^^ □ admet 
quand r — > ±00 un développement asymptotique dans l'échelle des fonctions 
T~^~'-' {Log\T\y où a,j et u prennent les mêmes valeurs que plus haut . 
Nous formulerons nos résultats en utilisant les pôles du prolongement méro- 
morphes de la distribution □ mais un dictionnaire facile (voir par exem- 

ple [B.M.93] prop.(0.7) ) permet la traduction en terme des développements 
asymptotiques de l'intégrale oscillante e^'^^ HAdf, ces deux formulations 
étant équivalentes à l'étude des développements asymptotiques à l'origine de 
"l'intégrale-fibre" où □ e C^{Xj^)'' : 

□ 
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3 Cohomologie relative et variation 



Soit {Xc, 0) un germe d'ensemble analytique complexe irréductible de di- 
mension n+1 dans (C^, 0) et soit f = fc '■ (C^, 0) — > (C, 0) un germe de 
fonction holomorphe, nul sur le lieu singulier de (Xc,0) , mais non iden- 
tiquement nul sur (Xc, 0) . On notera par S la réunion du lieu singulier S 
de {Xc, 0) et des points lisses de {Xc, 0) en lesquelles la différentielle de f est 
nulle . On a, S C /~^(0) sous ces hypothèses et pour < e <^ 1,0 < S <^ e 
on définit un représentant de Milnor en posant : 

Xc:^XcnB{0,e)nr\Ds) 

où Xc désigne un représentant du germe {Xc,0). La restriction de f à 
l'ouvert Xc — /~^(0) est alors une fibration sur le disque pointé Dg de 
fibre F := /~^(so) oii Sq Cl M"^* est un point base de . 
On remarquera que dans la construction de Milnor (voir [Mi. 68] ) le champ 
de vecteur C°° peut être prolongé de façon C°° au voisinage d'un compact A 
de /~^(0) pourvu que l'on ait A n = . 

Un tel compact A étant fixé ( seul le cas oii A est une sous- variété analytique 
réelle lisse de /"■^(O) vérifiant AnS" = nous intéressera ici ) on peut trouver 
des voisinages ouverts W C W de A , d'adhérences disjointes de 5* , et 
vérifiant les propriétés suivantes (quitte a restreindre ô ) : 

1) f : W — > Ds est une fibration C°° triviale de fibre F nZ^' et on a une 
trivialisation 

: W — > (F n W) X Ds 

de cette fibration qui induit un difféomorphisme noté ^ de U sur 
{Fr)U)xDs . 

2) l'inclusion F DU C F (iW est une équivalence d'homotopie ( en fait 
dans le cas oii A est une sous- variété compacte lisse de /~^(0) — 5" on 
peut choisir FnU et FnW homotopiquement équivalents à A , W et 
U' étant les traces sur f~^{Ds),ô assez petit, de voisinages tubulaires 
C~ de A ) . 

3) On a une trivialisation ^ de classe de la fibration de Milnor au 
dessus de l'ouvert simplement connexe Ds — iM.'^nDs qui est compatible 
à $' , c'est-à-dire que $' et ^ coïncident sur l'ouvert 

U' - f-\iM+ n Ds) . 
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Conséquences importantes : 

a) Dans cette situation, la monodromie de f est l'identité sur W et sur U . 
Elle agit donc comme l'identité sur les cohomologies de F DU' et FdU 
respectivement. La monodromie agit également sur les cohomologies 
relatives (voir l'Annexe pour des précisions sur les cohomologies de de 
Rham relatives à un ouvert que nous utiliserons ici ) H* {F, F nU) et 

H;{F,Fnu). 

b) On a des suites exactes d'espaces vectoriels monodromiques (voir égale- 
ment l'Annexe ) 

> H"-\F nU)^ H'^iF, FnU)^ H'^iF) H'^iF DU) ^ ■ ■ ■ 

> H^{F nU)^ H^{F) H^{F, FnU)^ H^+\F r\U) ^ ■ ■ ■ 

Si V^i désigne la somme des sous-espaces spectraux pour les valeurs 
propres 7^ 1 de la monodromie (resp. V=i le sous-espace spectral pour 
la valeur propre 1 ) agissant sur l'espace vectoriel monodromique V 
l'application canonique : 

can : H'^iF, F n U)^i H''{F)^i 

induit un isomorphisme puisque la monodromie agit comme l'identité 
sur la cohomologie de F (lU. Il en est de même pour l'application 

carie : H^{F)^i ^ H^{F, F n □ 

Pour la valeur propre 1 nous allons construire une application de variation 

varc : H^{F, F n U)=i ^ H^{F)=i 

qui vérifiera les relations : 

varc o carie — Te — 1 , carie ° vare — Te — 1. 

Nous allons utihser pour cela la description de H^{F, FnU) par des n-chaînes 
compactes orientées de F à bords dans F (lU modulo les bords de {n + 1)- 
chaînes compactes orientées et les n-chaînes compactes tracées dans F (lU 
(voir l'Annexe ). 
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Soit donc 7 une n-chaîne compacte orientée de F à bord dans FOU. Comme 
la monodromic laisse FdU fixe, on aura d'y = dT^'-f et (Te— 1)7 sera un ri- 
cycle compact orienté de F. Il est facile de voir que pour la somme d'un bord 
et d'une chaîne tracée dans FnU , 7 = ÔF + A , on a (Tg — 1)7 = 9(Tc — l)r 
car (Te — 1)A — . Donc varc est bien définie et les relations annoncées 
ci-dessus en découlent immédiatemment . 

Pour calculer vaVc en cohomologie de de Rham, nous utiliserons le formal- 
isme de [B.97] qui s'appliquerait en fait plus général , 011 l'on aurait 
seulement l'hypothèse Ù' H Si = (!) 011 5*1 désigne la réunion du lieu singulier 
de Xq et de l'ensemble des points lisses de Xc en lesquels la valeur propre 
1 de la monodromie agissant sur la cohomologie réduite de la fibre de Milnor 
de / apparaît ; on a donc Si G S , inégalité éventuellement stricte. 
Introduisons alors 

vafc := ©c o vaVc , 
où 6c est l'automorphisme de iï"(F)=i donné par 

fc=0 

On a alors vafc ° carie — j^LogTc sur iî"(F)=i . Définissons l'application 
sesquilinéaire 

h : H^{F, F n U)=i x — > C 
en posant pour (e, e') G H^{F,FnU)=i x H'^{F)=i : 

h{e,e') —I{vd/fc{e),e') 

où X désigne la dualité de Poincaré hermitienne sur F donnée par : 

X : H^{F) X H^{F) C avec X{a, b) := — ^^ [ a Ab. 

[ZîTT) Jp 

Remarque . 

Dans le cas où A = /^^(O) H dB{fd,e") , on a une identification naturelle de 
H^{F, FnU) avec H"- (F) et on retrouve la forme hermitienne canonique : 
voir [B.85] dans le cas Xc lisse et f h singularité isolée , [B.90] pour le cas 
Xc lisse et f h singularité isolée pour la valeur propre 1 de la monodromie 
et [B.M.02] pour le cas où Xc et f sont à singularités isolées . 
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4 Le cas d'une valeur propre ^ 1 



Plaçons-nous dans la situation précédente en supposant de plus que (Xc, 0) 
est le complexifié d'un germe d'ensemble analytique réel (Xr, 0) C (M^, 0) 
admettant une singularité isolée en . Supposons de plus que le germe (/, 0) 
soit le complexifié d'un germe analytique réel (/k, 0) : (X]r, 0) — > (R, 0) 
admettant une singularité isolée en sur (Xjr, 0) . 

On notera Xr := Xc fl et /r la restriction de / = /c à Xr , où Xc 
désigne un représentant de Milnor du germe (Xc, 0) comme précédemment . 
Nous supposerons dans tout ce qui suit que la variété analytique réelle (lisse) 
-'^K ~ {0} 6st orientable, et que nous avons fixé une orientation . 
Nous fixerons également ^ < e' < s" < e avec e fixé comme précédemment 
et e — e' ^ e . Nous supposerons que e a été choisi assez petit pour 
que A = /r^(0) fl 95(0, e") soit une sous- variété analytique réelle lisse 
et compacte de /^^(O) — 5" . Ceci est possible grâce à nos hypothèses de 
singularités isolées pour Xr et /r . 

Pour chaque composante connexe de Xr — /r^(0) (il n'y en a qu'un 
nombre fini d'après Lojasiewicz , car c'est la différence de deux ensembles 
semi-analytiques compacts , voir [Lj.65] ) on définit une n— chaîne compacte 
orientée V{Aa) de la fibre de Milnor F , dont le bord est contenu dans 
F Ç\U^ de la façon suivante : 
Pour c {/r > 0} on pose 

r(A«) := r(A„)+ = A„ n f^\s^) n 5(0,5") 

où sq G D n ]R+* est le point base de D* = D\ (rappelons que , par 
définition , la fibre de Milnor F de /c en est égale à /c ^("So) ) • On oriente 
/«^(•^o) comme le bord de l'ouvert /]^^(s < sq) de Xr — {0}. Donc V{Ao) 

définit une classe dans HJ^{F, F (llÀ) . 

Pour Aa C {/r < 0} on définit r{Aa) à partir de la n— chaîne compacte ,à 
bord dans U : 

r(A,)- = A^n fi\-so) n 3(0, e") 

que l'on oriente grâce à l'orientation de /r^(— Sq) comme bord de l'ouvert 
f^^{s > —Sq) de Xr — {0} , en la suivant dans la trivialisation ^ de /c le 
long du demi-cercle {soc*^, 9 G [— tt, 0]} et en changeant l'orientation . 
Dans ces conditions on notera : 

T{A^) = -TKt{A^)- . 
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C'est à nouveau une n— chaîne compacte orientée contenue dans F et à bord 
dans F r\lA . Elle définit donc une classe dans H^{F, F (lU) . 
Le changement d'orientation dans la définition de T{Aa) dans le cas négatif 
est dû au fait que la rotation de n pour M~ l'envoie sur M"*" avec l'orientation 
"opposée" . 

On étend alors l'application F par C-linéarité en une application C-linéaire 

r : H%x^ - 4-1(0), c) h: {F, Fnu). 

Si A — J2a ^a-^a aveC = Z]AaC{/iR>0} ^a-^a et A — Z]AaC{/R<0} ^a-^a 

on aura : 

r(^) = T{A)+ -t'^.t{A)-. 

Théorème 1 

On se place sous les hypothèses ci-dessus , à savoir que 

S: (Xm,0) (M,0) 

est un germe de fonction analytique réelle à singularité isolée en sur un 

germe d'ensemble analytique réel de dimension pure n + 1 dans (M^, 0) , 
ayant une singularité isolée en , vérifiant les hypothèses H a), H b),H c) et 
H d) du paragraphe 2 . On note par 

fw ■ — >] - S, S[ 

la trace sur le réel d'un représentant de Milnor du complexifié 

it:(Xc,0)^(C,0) 

de /k . On désignera par F la fibre de Milnor de /c en . 
Pour tout u e]0, 1[ l'application canonique 

can : F n W)e-2i.« — > H''{F)^-2inu 

est bijective , où lA désigne un voisinage ouvert convenable (voir plus haut) 

de A = fi\0)ndB{0.s") . 

Pour tout A e H^{Xm - /ffi ^(0), C) on aura : 

(-2^7r)^(^(A), can-He)) = Res{X = -u, f (f/so)^ % Aw,) (1) 

Ja J 
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où l'application T : H^{X^ - f^\0),C) — > H''{F,FnU) est définie ci- 
dessus , où e Çl H"'{F)g-2inu , où {,) désigne l'application sesquilinéaire 



déduite de la dualité de Poincaré sur F (voir l'Annexe ) , et où Wi, . . . ,Wk 
sont des n— formes semi-méromorphes à pôles dans /c ^(0) sur Xc vérifiant 
les conditions suivantes : 



Remarques : 

1) Rappelons que F := f^^{so) où sq G DnlR^* est le point base ; donc 
Wk est une forme C°° et ci— fermée de degré n sur F . 

2) Dans la formule du théorème on a omis une fonction de troncature 
p e C^(Xk) valant identiquement 1 près de qui est nécessaire pour 
donner un sens à l'intégrale Jy^P-{f /sq)^ j- /\Wk ; en effet elle n'est pas 
utile pour discuter les pôles de /^(//■^o)'^ ^ A w^) qui sont con- 
centrés à l'origine et dont les parties polaires sont des {n-\- 1)— courants 
à support {0} vu nos hypothèses □ 

Corollaire : 

Sous les hypothèses du Théorème 1 l'ordre des pôles du prolongement méromorphe 
de □ en —u — i/, G N, ^ 1, est exactement l'ordre de nilpotence 

de T — e~'^™'^ agissant sur la composante de V{A) dans if"(F)e-2iir« 
En particulier , la composante de T{A) dans H'"' (F) g-2i7vu est nulle si et 
seulement si le prolongement méromorphe de □ n'a jamais de pôle en 

-u-iy,yiyeN □ 

Preuve du théorème 1 : 

Avant de passer à la preuve proprement dite, il est bon de préciser la nor- 
malisation que nous utilisons ici pour représenter un élément de H"- [F) g-2inu . 
En effet, cette normalisation est celle déjà utilisée dans [B.M.02] et diffère 
de celle de [B.91] . Comme les formules analogues à celle du théorème 1 



(,) : Hl'{F,FnU) X H''{F,FnU) C 




dwj = u-j A Wj + Y A Wj_i 
Wklp — e dans H^[F) 



Vj e [1, /c], avec wq = Q 
□ 



(2) 
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ci-dessus sont erronées, commençons par discuter ces deux normalisations et 
corriger les formules de [B.M.02] . 

Remarque / Errât um . 

Soit u E [0, 1[ et soit e G H"'{F)e-2z7:u. Pour "représenter" la classe de coho- 
mologie e par une section méromorphe (uniforme) du fibré de Gauss-Manin 
de f on utilise , dans [B.91] par exemple, la normalisation suivante : 
Soit 

ou —2mH est le logarithme nilpotent de l'endomorphisme unipotent 

e .1 \ Hn( 

On pose 

e := exp[{u+Af)Logs]{e) = s". ^^""f ^V ^'(e). 



Bien siir, la monodromie qui agit par Logs — > Logs-\-2m et par e — > T{e), 
laisse e invariante ; et , puisque la fibre de Milnor est définie par F :— f~^{so) 
où sq e D f] M+* est le point base choisi , on aura 

^' 

dans i7"(F)e-2i7r«. Pour retrouver e à partir de s on utilise le morphisme : 

r"(A;) : /i"(A;)o — > Ker C H"{F)^-2i.u 

où h"{k) est le i-ème faisceau de cohomologie du complexe (voir 
[B.91] ). 

Si l'on pose Ej := M'' ^{e) pour j G [1, /c] , alors ë :— {sk, ■■■,£1} est une 
section de h'^{k) (car ôu{ë) — 0) et on a 

r"(A;)(£) = e. 

Nous allons décrire maintenant une autre normalisation qui permet de sim- 
plifier les formules ; posons 

ë :— exp[{u + M')Log{s/so)]{e). 



14 



La section méromorphe du fibré de Gauss-Manin donnée par è est reliée à s 
par l'égalité 

ex'p\(u ^ M)Log{si^\{e) = e 
et elle vérifie simplement que ê\F = e . 

Le prix à payer pour obtenir des formules plus simples grâce à cette sec- 
onde "normalisation" est de remplacer par (//sq)^ dans les intégrales 
considérées. 

On prendra garde au fait que dans [B.M.02] les formules 6.2a, 6.2b et 6.9 

sont erronées : on doit remplacer /'*' par (f/so)^ puisqu'on y a adopté la 
seconde normalisation décrite ci-dessus ( donc Sklp = g ) , le coefficient Sq 
de la formule 6.2a devant être supprimé . 

En fait l'erreur de calcul dans [B.M.02] se trouve après la formule 6.4 .11 faut 
rectifier de la façon suivante : 



(/Ao) V A ^ 



r^o rso ^g 

/ i^/^o)^ / i^/^o)^ H{s) — {mod. ent.funct.) 

-L 



s/sq)^^^ [P — Q]{Log{s / Sq)) — {mod. ent.funct.) 



In conséquence, the residue at \ — —r of Jj^^{f / So)^Wk A y is equal to 
P(0) - Q(0) ■ 

Revenons à la preuve du théorème 1 . La bijectivité de l'application canon- 
ique 

can : ^{F, F nU)e-2i.u — > H''{F)^-2inu 

a été établie au paragraphe 3 . Montrons déjà que le second membre de 
la formule du théorème ne dépend pas du choix de Wi, . . . ,Wk vérifiant les 
conditions (2) de l'énoncé . On sait , d'après [B.91] par exemple , que si 
w' — {w'i, . . . jw'i) représente aussi e on peut trouver des n— formes semi 
-méromorphes a et P k pôles dans /~^(0) telles que l'on ait 

Wk — w'i = da + df A P 

sur Xc . 
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Il s'agit alors de voir que le prolongement méromorphe de 

Ja j 

n'a pas de pôle congrus a —u modulo Z . Or la formule de Stokes donne 
pour 3fî(A) ^ 1 puisque dAn Supp{p) est contenu dans /~^(0) : 

/ f^p^Ada^- [ dif'p%Aa)+ [ f'dpA^Aa 
Ja J Ja J Ja j 

et donc 

n'aura pas de pôle du tout puisque dp = près de . 

Nous allons maintenant choisir des représentants Wi, . . . ,Wk vérifiant la con- 
dition supplémentaire : 

Supp{wj) n W = Vj e [1, A;]. 
Pour cela nous allons utiliser l'annulation du groupe d' hyper cohomologie 

qui résulte du fait que W n S — et que les faisceaux de cohomologie h^{k) 
du complexe {S'{k),S'^) sont supportés par S (car on suppose e~^*™ 7^ 1 , 
voir [B.91] prop.l p. 427 ) . 

On peut donc trouver ^ G vérifiant : 

= w\u' 

si e H^{X,E'^{k)) vérifie les conditions (2) de l'énoncé du théorème . 
Choisissons alors une fonction a G C°°{X) vérifiant a = 1 sur U et 
Supp{a) C W . Posons alors : 

w ■.= w - 5„(cr.O- 

Alors w vérifie encore les conditions (2) et satisfait la condition de support 
désirée . On remarquera qu'alors la restriction de w à n B{Q,e") a un 
support /k— propre . 
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Si maintenant la fonction p G C°°(X]a) vaut identiquement 1 sur S(0, s") et 
a son support contenu dans (X^ fl 5(0, e")) DU , la fonction méromorphe 

sera la transformée de Mellin , à une fonction entière près , de la fonction 

s — > j Wk- 

J{f^=s)nA 

On conclut alors la preuve du théorème 1 comme dans le paragraphe 6 , 
Th. 6.1 a) de [B.M.02] (modulo l'erratum ci-dessus ) ■ 

Preuve du Corollaire : 

Un calcul élémentaire montre, qu'avec les notations introduites ci-dessus on 
a ^ 

(s— - uf-^{ / Wk)= Wl 

os J(fj,=s)nA J{ff,=s)nA 

et donc l'ordre de nilpotence de T{A) dans iJ"(F)e-2i,™ minore l'ordre des 

pôles en —u — i/, t/ e Z du prolongement méromorphe de f^O. En effet, 

comme l'application canonique : 

cane : H'^{F)^-2i.u — > H^{F, F nl()^-2i.u 

est bijective, puisque la monodromie agit comme l'identité sur H*{FnU) , la 
dualité de Poincaré (hermitienne) entre if" (F)e-2i,r« et H"'{F)^-2i-Ku montre 
que l'accouplement sesquilinéaire : 

H^(F,Fr]U))e-2i.u X m(F)^-2i.u C 

est une dualité hermitienne pour laquelle la monodromie est auto-adjointe, 
d'oià notre assertion . 

Pour voir que l'ordre des pôles ne peut dépasser l'ordre de nilpotence de T{A) 
dans H^{F, F fl U)e-2inu , on utilise le fait que les parties polaires des pôles 
congrus à —u modulo Z sont des distributions à support l'origine. Elles sont 
donc d'ordre fini , et pour calculer l'une d'entre elles, on peut remplacer toute 
forme-test par son développement de Taylor en à un ordre assez élevé (fixe, 
ne dépendant que de la partie polaire considérée ). On se ramène alors au 
cas de la restriction à d'une (n + 1)— forme méromorphe sur Xq que l'on 
décompose alors dans le système de Gauss-Manin localisé en /c. On conclut 
alors facilement (pour ce type de raisonnement voir [B.85] ou [B.M.OO] pour 
plus de détails ) ■ 
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5 Le cas de la valeur propre 1. 

Traitons maintenant le cas de la valeur propre 1 



Théorème 1 bis : 

Dans la situation du théorème 1 , pour tout A e iï'°(XR — /ir^(0),C) et 
tout e e H''{F)=i on a 

{-2vKrh{V{A),e) = Res{\ = 0, ^ j > '"^^J ^ "^'^ 

où Wi, . . . ,Wk vérifient les conditions (2) du théorème 1 avec u — Q , et où 
h est la forme sesquilinéaire 

h : H^(F, F n U)=i X H^(F)=i — > C 

définie au paragraphe 3 □ 

Corollaire : 

Dans la situation du théorème 1 bis l'ordre des pôles du prolongement méromor- 
phe de la distribution □ aux entiers négatifs assez grands ( en 

valeur absolue ) est égal à l'ordre de nilpotence de la monodromie agissant 
sur varc{T{A)=i) G i/"(^)=i ^ 

Preuve du Théorème 1 bis: 

Comme on sait déjà que la dualité de Poincaré hermitienne I ainsi que 
l'accouplement sesquilinéaire 

(, ) : H^{F, Fr]U)x H'^iF, FdU) — ^ C 

décrit dans l'Annexe , sont non dégénérées , définissons l'application de vari- 
ation : 

var : — > m{F, F D U)=i 
en posant {e,var{e)) :— I{varc{s),e) . 

Posons alors var 6 o var, où © est l'analogue sur H'^{F)=i de ©c 
introduit au paragraphe 3 . 

Nous allons vérifier que cette définition est bien compatible avec la description 
de vajf qui est donnée (en cohomologie de de Rham) dans [B.97] . Cette 
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vérification est particulicrcment bien venue dans ce texte puisqu'elle repose 
fondamentalement sur le "Résidu de J.Leray " ! 

Pour cela, fixons [7] G HJ}{F, F r\V()=i 011 7 est une n— chaîne compacte 
orientée de F à bord dans F nU et soit e un vecteur propre de la mon- 
odromie dans H'^{F)=i . En utilisant l'invariance de ces variations par la 
monodromie, il est facile de voir que l'on peut se ramener à ce cas pour faire 
notre vérification (à l'aide d'une récurrence sur l'ordre de nilpotence ). Soit 
donc w une n— forme semi-méromorphe sur Xc , à pôles dans /^^(O) , 
vérifiant dw = et = e. Soit a une fonction de C^(Xc) identiquement 
égale à 1 sur un voisinage de Xc — U' et identiquement nulle sur U . Alors la 
classe [7] e H'^{F,F nU)=i est représentée par le courant (7.7. Appliquons 
le résultat de J. Leray [L.59] à w\u' ■ On peut alors trouver des formes 
C°°(U'), 771 de degré n — 1 , uji de degré n et d-fermées ainsi qu'une forme 
semi-méromorphe à pôles dans /~^(0), cti de degré n — 1 vérifiant: 



Posons alors 77 = —da A rji, u — da A oji et a — a.dai . On obtient alors 



011 1] est une n-forme dans C°°{U') à support dans W — U on u est 
une (n + l)-forme dans C°°{U') à support dans W — U avec drj = et 
dcu — et où a est semi-méromorphe de degré n à pôles dans /~^(0) et à 
support dans W —U . D'après [B.97] la classe [r]] G H"'{F, FnU) représente 
vari{e) c'est à dire la variation telle qu'elle est définie dans [B.97] (et même 

vari{e) puisque T(e) = e ). 

Considérons maintenant les fonctions s — > f w et s — > ( a.w où 70 
est la famille horizontale de n— chaînes compactes à bord dans U que l'on 
déduit de 7 à l'aide de notre triviahsation ^ . 

Ces deux fonctions diffèrent d'une fonction semi-méromorphe sur D à pôle 
en puisque 7 — (T.7 est à support dans W et puisque la triviahsation 
se prolonge de façon à D . 

Comme a = près du bord de 7^ qui est dans U on aura : 



w — — A rji + uji + dai . 



(4) 



daAw — — Arj + oj + da . 



(5) 
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au sens de l'image directe des formes à support propre par une submersion ; 
Q est donc semi-méromorphe sur D de degré 1 à pôle en . 
Maintenant la formule (5) donne : 



il = —j V + [ i^ + di f a) 

^ J'y,, J -Y., J y.. 



car on a da = d{J^ a) d'après Stokes (rappelons que Supp{a) r\U = % 
donc on évite le bord de 7^ ) . 

La fonction s —> 77 est dans C°°{D) cai S upp{r]) (lU — $ et 77 est C°° . 
De même, la 1-forme sur D u; est C°° et d-fermée car Supp{uj) HU — $ 
et du = . 

On peut donc appliquer le lemme suivant , que Jean Leray ne saurait renier 
Lemme 

Soit (peC^iD) et LoeC^iDy telles que Q -.^ ^ip + u; soit d-fermée 
sur D* . 

Alors pour tout chemin fermé C de D* d'indice 1 par rapport à l'origine , 
on a 

n = 2i7r.(^(0) 



X 



le 

Preuve : 

Comme le cas 011 f2 = ip{0).^ est clair, il s'agit de voir que pour ip G C°°[D) 
et cj G C°^{Dy la forme Qi = ^ipdz + uo est d-fermée si et seulement elle 
est d-exacte sur D* . Mais la d- fermeture de Vti implique ^(f^) G C°°{D) 
et comme ^ : C°^{D) — > C'^{D) est surjective, il existe 77 G C°^{D) telle 
que -§={r] — ^ip) ~ sur D* . 

Comme la fonction rj — -'ip est holomorphe sur D* et bornée en , elle est 
holomorphe sur D . On en déduit que ^-0 se prolonge de façon C°° à D et 
donc aussi VL\ . Alors f^i est d-exacte ■ 

Remarque 

Si dans le lemme précédent on remplace Vt par Vt + dg ou G C°°{D*) , la 
conclusion est la même . En particulier ce sera le cas quand g = ^ avec 
7 G C^i^D) , c'est a dire pour g semi-méromorphe à pôle en □ 
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On obtient donc en appliquant ce lemme, que pour tout chemin fermé C de 
D* d'indice 1 par rapport à l'origine on aura : 



/ Q = 2i7r / ri 

Je J-yo 

On prendra garde que 70 n'est bien défini que dans W ; comme le support 

de 77 est contenu dans W , notre formule a bien un sens . 

La fonction s — > J^^rj est constante puisque 77 est d-fermée à support disjoint 

de U . On a alors , puisque 77 représente vari{e) telle qu'elle est définie dans 

[B.97] 

/ V = V = / vari{e) 

J 'y Ci J -y J ■y 



Mais on a également 



/ O = 2i7r / 

Je Jvi 

puisque var^'j) — T'7 — 7 . On en conclut que 



e 

vard'y) 



I{varc{^),e) = (7,vari(e)) 

ce qui montre que la variation var^ définie dans [B.97] est bien "l'adjoint" 
de vaTc et coïncide avec la variation définie plus haut . Ceci justifie donc 
l'usage du calcul de la variation en cohomologie de de Rham de [B.97] . 

Passons maintenant à la preuve proprement dite du théorème 1 bis . 
Considérons e G H'^{F)=i et Wi,...,Wk représentant e c'est à dire 
vérifiant les conditions (2) de l'énoncé du théorème 1 avec u = . Comme 
la monodromie est l'identité sur U' on peut trouver ^ e H^{U',£"'~^{k)) 
vérifiant sur U' : 

où Nk désigne l'endomorphisme du complexe (£ (A;),5q) qui induit -^LogT 
sur H'^{F)=i (voir [B. 91] ou [B.97] ). Choisissons alors une fonction p dans 
C°°{X) vérifiant p = l sur U" , un voisinage ouvert de U dans U' , et 
Supp{p) C W . Posons (comparer avec [B.97] p. 15 ) : 

V := AfkW - ôo{p^) . 

On a alors Sqv — , ^Ix-îT" — et Supp{v) nU" — . 
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Ceci conduit explicitement aux relations suivantes : 



«^j-i = Vj + d{pCj) 



f 



avec les conventions = , f o = , = . 

Choisissons maintenant une fonction a G C°°{X) vérifiant (7 = au voisi- 
nage de W et cr = 1 au voisinage de X — U" . La relation 5q{w) — qui 
est conséquence de la condition (2) pour u — Q donne 



Posons W := daf\{wk+Y^Pik) ■ C'est une forme semi-méromorphe d-fermée 
et à support f-propre dans W — U . Soit Y' := /~^(0) fl (W — U). Comme 
S nW — les arguments de [B.97] s'appliquent et on a les isomorphismes 
suivants : 



m2;}{u'-u, £■{!), Ôo)=M^^I-}{Y',£-{1),Ôo)^H:+\Y',C)®H^{Y',C)^. 



On est d'ailleurs ici dans une situation plus simple que celle de [B.97] puisque 
la fonction /c est non singulière sur U' . 

On peut donc trouver (voir (5) ci-dessus ) des formes C°°, i] , uo sur W nulles 
au voisinage de W et à supports f-propre , qui sont d-fermées et de degrés 
respectifs n et n -|- 1 , ainsi qu'une forme semi-méromorphe a sur U' , de 
degré n , nulle au voisinage deU et à supports f-propre , vérifiant sur U' : 



où 7] est prolongée par à Xc , c'est à dire que l'on a Ôqv = ainsi que 
Vk + v\f — vàr{e) et Supp{v) nU — (ce qui montre que Vk + r)\F donne 
bien une classe dans H'^{F, F n U)=i ) . 
On a donc maintenant 



dwk = -r ^ Wk-i- 



W ^ ^ /\r] + uj + da . 



Alors var{e) est représentée par 



x(we(r(A)),ë) = (r(A),w(e)) 



(2i7r)" yr(A) 




Vk + V ■ 
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Maintenant le calcul suivant (analogue a celui de [B.97] p. 20-21 ) donne 
l'égalité 

Res{X = 0, ^ ^ ^ A aw,) = -Res{X = 0, -L. Jj>^ ^ A{v, + r])) . 
En effet, on a sur , pour 3> 1 

car on a avk = ■ 

En utilisant la formule (5) on obtient : 



i?e.(A = a^/^/^c. 



(A) 

i?es(A = 0,j^Xi/^ cia) + 
i?es(A = 0,j^X,/^f A^;,) = 

Mais comme u est C°° sur X-s_ et identiquement nulle près de l'origine 
Ia fonction entière . Comme a est semi-méromorphe à 

pôles dans /~^(0) et est identiquement nulle près de l'origine 



r(A) 



fda 

A 



est également une fonction entière de A . Il nous reste alors l'égalité désirée . 
On achève la preuve en considérant les fonctions s — > /^jj^^p,^ Vj Vj G [1, fc— 1] 
et s — >^ //,j=sn^ ^fc + ^7 et en raisonnant comme dans la preuve du théorème 
6.1 b) de [B.M.02] ■ 
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6 Le cas dA c {0}. 



Nous allons maintenant considérer des A e H^{X^ — /r^(0),C) dont le 
bord dA est concentre à l'origine ; ceci revient à dire que A est dans l'image 
de la restriction (injective) 

i:H\X^-{Q},C)^H\X^-f^\Q),C) . 

Nous allons commencer par "étendre" l'application F en une application 

V : H%X^- ^ H:{F) 

rendant commutatif le diagramme suivant , noté V dans la suite : 



H\X^ - m^H\X^ - U\0))^HVi\0) - {0}) 



I 

I nas(o,£") 



carie 



Nous montrerons ensuite que , quand dA C {0} , les pôles simples aux 
entiers négatifs du prolongement méromorphe de la distribution f^H sont 

contrôlés par la classe de cohomologie r{A) (en fait par sa composante sur 
H^{FU) . 



Remcirques 

• 1) Comme F DU est homotopiquement équivalent à A := f^^{0) fl 
dB{0,s") qui est lisse et compacte (orientée) de dimension n — 1 , 
on a //"(F n W) = et donc aussi H^{F n W) = par dualité de 
Poincaré . On a donc unicité d'une telle application F . 

• 2) Une façon "peu explicite" (c'est à dire en restant au niveau co- 
homologique sans exhiber un n-cycle compact r{A) pour chaque A 
donné ) de construire F est de voir que F commute à l'intersection avec 
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dB{0,e") qui définit une application linéaire iï"°(/]g^(0) — {0},C) — > 
}jn+i(^p pi^-j utilise ici l'isomorphisme 

(Xm - {0},C) - H\f^\Q) - {0},C) 

qui est conséquence de la lissité de /]k^(0) — {0} dans — {0} via 
la dégénérescence de la suite spectrale de cohomologie à support . Là 
encore, il s'agit d'un sérieux coup de chapeau à Jean Leray ! Cette com- 
patibilité est facile à voir sur notre construction de F .En effet, pour 
■^a C {/m > 0} c'est évident ; pour C {/r < 0} ceci utilise la 
compatibilité entre la trivialisation $ de f\i(' et la trivialisation ^ 
que l'on suit le long du demi-cercle — sq-c*^, pour 9 G [— vr, 0] pour 
amener r(A)^ dans la fibre de Milnor . Alors le diagramme V permet 
facilement de construire l'application F . 

Nous allons expliciter complètement le cycle T[A) (c'est à dire construire 
un n-cycle compact de F ) quand dA C {0} et prouver le 

Théorème 2 

existe une unique application linéaire V rendant commutatif le diagramme 

T> ci-dessus . 

Pour A e H^{X^ - {0}, C) et e G H''{F)=i on a : 

(-2z7r)" X(f (A), ë) = Res{X = 0, / {f/so)'% A wj,) (6) 

où Wi,...,Wk représentent e dans H^{F)=i , c'est à dire vérifient la 
condition (2) du théorème 1 avec u — Q □ 

Remarques 

• 1) Comme on a dA C {0} les parties polaires aux entiers négatifs du 
prolongement méromorphe de /^D sont toutes des distributions à 
support l'origine . C'est la raison pour laquelle on peut omettre dans 
la formule du théorème 2 de faire apparaître une fonction p e C°°(Xr) 
valant identiquement 1 au voisinage de l'origine . 

• 2) Dans le cas oii dA <f_ {0} il est facile de voir que les résidus aux 
entiers négatifs du prolongement méromorphe de /^/^ □ sont des 
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distributions non nulles le long du bord de A . Ces pôles (simples 
en dehors de ) ne sont pas liés à la singularité de et existent 
toujours (et sont toujours non nuls ) le long de dA — {0} . Dans cette 
situation les théorèmes 1 et 1 bis décrivent complètement les parties 
polaires " intéressantes" du prolongement méromorphe de □ . 

Par contre, si dA C {0} , le théorème 2 est nécessaire pour compléter 
la description des pôles "intéressants". 

• 3) La commutativité du diagramme ci-dessus implique l'égalité 

canc{f{A) - r{A) 

et donc aussi 

var^{r{A))^{T-l){f{A)). 

Corollaire 

Dans la situation du Théorème 2 , le prolongement méromorphe de □ 

n'a pas de pôles aux entiers négatifs si et seulement si r{A)=i = dans 
H^{F)=i. De plus, le prolongement méromorphe de J^f^ □ n'a pas de 
pôles du tout si et seulement si T(A) — dans H^{F) □ 

Preuve du théorème 2 : 

Compte tenu des outils déjà mis en place (y compris dans l'Annexe), cette 
preuve suit pas à pas celle de [B.02] . Aussi nous contenterons-nous de 
l'esquisser pour la commodité du lecteur , renvoyant à [B.02] pour plus de 
détails . 

• a) Construction de T{A) : 

Pour Ae H^{Xk-{0},C) , r(A)+ et T{Ay sont deux n- chaînes 
compactes orientées de à bords dans U . Leurs bords dT{A)~^ 
et dr{A)~ sont deux (n — l)-cycles compacts (orientés) de U qui 
sont homologues dans U . L'homologie est donnée par la n— chaîne 
compacte de U : 

A^Anfi\[-so,so])ndB{0,e") 
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dont le bord est 

dT{A)+ - dT{Ay + a^.A^) H fi\0) H dB{0, s") 

a 

mais l'hypothèse dA C {0} donne 

(^a«.^)n/£^(o)n9S(o,£") = ■ 

a 

Soit Aq la n— chaîne compacte (orientée) de lÀ qui est l'image 
réciproque par la restriction de à dB{0,6") du chemin 70 obtenu 
en déformant le segment [—Sq, Sq] par un demi-cercle contournant 
l'origine par en-dessous ( on utilise ici la trivialisation $ ) : 

Alors le n— cycle compact T{A)o := T{A) — A -|- Aq de 

se déforme, en utilisant la trivialisation ^ cette fois , en suivant la 
déformation suivante du chemin 70 : 




011 7i est le chemin constant égal à Sq et 7t(0) = — Soe*'^* . Alors 
on a 

r(A)t = r(A)+-rlr(A)- + At 

La notation signifie que l'on a suivi le |— cercle —Sge'^^^ pour 

9 e [0, t] dans la trivialisation ^ et A^ désigne la déformée de Aq 
en suivant la déformation de 70 à 7^ . 
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On pose alors f{A) = r{A)i C F = /c^(so) ■ 

Comme la trivialisation ^ est compatible avec la trivialisation $ de 
f\u , on a 

can,{f{A)) = T{A) 

dans H^{F, F ClU) et pour achever la démonstration du théorème 2 
il nous reste seulement à prouver la formule (6) . 

• b) Preuve de (6) : 

Considérons donc e G H"'{F)=i et wi,...,Wk des n— formes semi- 
méromorphes vérifiant la condition (2) du théorème 1 avec u — { donc 
Wk induit e dans H"' (F) ) . Fixons la détermination du logarithme 
sur C — iR+ de façon que arg{z) e] — |[ et posons : 

k—1 

j=o ^■ 

La n- forme VL est semi-méromorphe sur — fl iM+) et on a 

(El = et VL\p = Wklp = e . 

Comme les n— cycles compacts T{A)o et T(A)i = T(A) sont homo- 
logues dans Xc — f~^(D niR'^) on a : 

(2i7r)"T(r(^),ê) = / e = [ Q . 

Jf{A) J^{A)o 

Maintenant les mêmes arguments que [B.02] p. 8 permettent de voir que 
l'on a : 

/ n = [ Q . 

J 7(A)o J a[An(/R)-i [-so,so]nB(0,£")] 

Il reste alors à montrer que cette dernière intégrale coïncide bien avec 
Res{X = 0, [ f^Awk) 

JAnB{0,e") J 

ce qui donnera le résultat grâce au lemme 2 de [B.02] . 

Comme on a d((//so)^ Q) = A (f/so)^ ^ , la formule de Stokes 
donne : 

/ A %A{f/soy n = [ (/Ao)' ^ 

^An(/M)-i[-so,so]nB(0,£")] / Jd[An{h)-H-so,so]<^B{0,e")] 
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ce qui donne , en A = : 



Res{X^O, [ f ^ ) = [ 

JAnB(0,E") J Jd 



AnB(0,e") J Jd[An(h)-^~-so,so]nB(0,e")] 

Revenons à la définition de O : le membre de gauche de l'égalité 
ci- dessus vaut donc 

Res{X = 0,J2^-^ f {f/sof[LogU/so)Y%^w,.,) . 

j=0 ^ JAnB{0,£") J 

Mais pour j > 1 on a 



. / {f/sonLog{f/so)Y-'p -f A w,.,] = 

"'^ JAr\B{0,e") J 

f {f/so)'[Log{f/so)yp^Aw,.j 

JAnB{0,£") J 

et la dérivée d'une fonction méromorphe n'a jamais de résidu . Il reste 
donc seulement le terme en j — et ceci achève la démonstration ■ 



29 



7 Annexe 



Soit X une variété C°° paracompacte et soit U un ouvert de X . On 
suppose qu'il existe deux voisinages ouverts de U , U" et W vérifiant 
U" C W et tels que les inclusions U C U" C W soient des équivalences 
d'homotopie . Dans cette situation nous définirons , pour p e N 

rr,^^ jj. {^eCr{xy/Supp{dcp)cU} 

^cK^,^)- c^(u)p + de^{x)p-^ 

Lemme 1 

On a une suite exacte longue de cohomologie : 

• • • ^ H^{X) A H^{X,U) A H^{U) ^ H^^\X) 

où a est l'application canonique ( dip = implique Supp{dip) G U ) , 
/3[</?] = [dip] et 7 est le prolongement par . 

La preuve est élémentaire . 
Définissons également pour p G N 

^ e C^{XY/dv = et Suppj^) nu^0} 
^ ' d{C^{x)p-^n{Suppnu = 0}) 



Lemme 2 

On a une suite exacte longue de cohomologie : 

• • • 4 H^'-^X) X H'^-^U) A H"\XM) X H"\X) X... 

où à est V application canonique ( oublie de la condition de support) , où 7 
est la restriction et où j3 est définie ci- dessous . 

Fixons une fonction p G C°°(X) identiquement égale a 1 sur X — U" et 
identiquement nulle sur U . Si [ip] G H"^^^{U) , on utilise l'isomorphisme 
induit par la restriction H""'^^ {U') H"^~^{U) (grâce à notre hypothèse 
d'équivalence d'homotopie) pour trouver une (m — 1)— forme C°° ^' sur U' 
d-fermée et induisant sur U la classe . Posons alors : 
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La m— forme dp A (/?' est bien d-fermée et son support ne rencontre 

pas U. Comme la classe de cohomologie de W définie par (/?' est bien 
déterminée, on voit facilement qu'ajouter dip' à ip' ne fait qu'ajouter le 
terme d{dpAip')) à —dp/Mp' ce qui ne change pas la classe dans H"^{X,U) 
puisque le support de dp ne rencontre pas U. 

Preuve : 

Nous allons nous contenter de vérifier l'inclusion Ker{â) C Im{[3) qui est 
le seul point non trivial . 

Soit tp G C°°(X)'" vérifiant Supp{(p) flW = et d-exacte sur X ( donc 
if G Ker{à) ) . Soit alors ip G C°°(X)'"^^ telle que dip = . Nous voulons 
vérifier que [(/?] = j3{ilj\u) ( on remarquera que {iplu est d-fermée ) . Par 
définition , on a P{ip\u) = —dp A ip' ou ip' G C°°(U')"^~^ est d-fermée et 
vérifie , quitte à cfianger le représentant de la classe [ip] , ip'\u = ip\u ■ 
La forme x ■= ^ (1 ~ est C°° sur X de degré m — 1 , vérifie 

Supp{dx) nu — ^ et on aura dans H^{X,U) : 

[0] = [dx] = m - [-dp A V'i = M - [mu)] ■ 

Supposons maintenant que X soit orientée et de dimension n . On a pour 
chaque p G N un accouplement sesquilinéaire 

(,) : HP{X,U) X H^-P{X,U) — > C 

défini par 

OÙ ^ G C°^{X)P vérifie Suppitjj) DU = et = et où G C°°(X)"-î' 
vérifie Supp{dip) C ^/ . 

Preuve : 

Soient G C°°(X)p-i telle que 5Mpp(r/) n W = 0, ^ e CfiUY'^ et 
C G C~(X)"-î'-^ . Il s'agit de vérifier l'égalité : 

/ ^A^= I {^ + dri)A{(P + ^+ dC) 
Jx Jx 

ce qui revient à montrer que 

/ ^ A (e + rfC) = et ! dr]A{ip + ^ + dC) = . 
Jx Jx 
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Comme Suppii/j) (lU ^ Supp{r])nU ^$ et ^ G C^(W)"-î' on a 

Jx Jx 

De plus la formule de Stokes donne immédiatement la nullité de drj A dÇ 
Elle donne aussi la nullité de J^ip A d( puisque ip est d-fermée . 
Enfin drj A'îp = ± J-^rj A dip = car Supp^dtp) dU ■ 

Proposition 

Sous nos hypothèses , l'accouplement (,) est compatible aux "dualités"de 
Poincaré (hermitiennes) sur X et U .Si l'on suppose de plus les coho- 
mologies de X et U sont de dimensions finies , alors l'accouplement (, ) 
est une dualité hermitienne □ 

Preuve : 

Notons par X les "dualités" de Poincaré ( sur X et U ) . La. première 
compatibilité de l'énonce signifie que l'on a l'égalité 

qui est immédiate ; la seconde compatibilité est donnée par l'égalité 

qui s'obtient de la façon suivante : 

(2i7r)"X(V',/9(<^)) = / i^A'dûp^ I V'A^ = / ip' A{l-p)àp 
Ju Jw Jw 

car p = sur Supp{dif) C U . On en déduit : 

{2i7r)'' I{ïlj,(3{(p)) = {-if^sW f -dpA'il]'Aip = {2iTif{-lf'3W0{tlj),ip) 

Jw 

ce qui prouve les compatibilités désirées . 

Prouvons maintenant la non- dégénérescence de (, ) . 11 suffit de vérifier que si 
e e HP{X,U) vérifie G H^-p{X,U), I{e,e) = alors on a e = et que 
si £ e H^-P{X,U) vérifie Ve e Hp{X,U), I{e,e) = alors £ = puisque 
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les suites exactes longues de cohomologie donnent la finitude des espaces 
vectoriels (complexes) H*{X,IA) et H*{X,V{) sous nos hypothèses . 
Comme il s'agit d'un simple exercice, traitons le premier point pour la com- 
modité du lecteur : On a , par hypothèse V77 G H^~p{X), {e,a{ri)) = et 
donc â{e) — d'après la dualité de Poincaré sur X et la première com- 
patibilité ci-dessus . Il existe donc ( G Hp~^{U) tel que e = . Mais 
â;lors 

Donc on a 

car 7 et 7 sont adjoints via les dualités de Poincaré sur U et X . On a 
donc C = 7(0 où C e HP-\X) et donc e = = ■ 

Remarque 

Il est facile de voir que , comme dans la cohomologie de de Rham " standart" , 
on peut remplacer les formes par des courants (disons pour X orientée, 
seul cas qui nous intérèsse ici) . Ceci permet alors de faire le lien avec 
un calcul via des chaînes orientées à bords dans U . Ce point de vue 
qui est utilisé dans le texte pour décrire (rapidement) notre construction de 
l'application de variation , est une simple commodité qui pourrait être évitée 
en utilisant directement le point de vue des formes C°° . Bien sur dans ce cas 
l'opération de troncature doit être remplacée par la multiplication par une 
fonction plateau qui est moins "parlante" (mais qui réapparaît finalement 
via le lemme 2 de [B.02] !) . Ceci conduirait à une démonstration plus 
pénibles à suivre de nos théorèmes . C'est pourquoi nous avons donné cette 
présentation de la variation , en nous attachant cependant à vérifier que son 
"adjoint "est bien donné par le résidu de J. Leray de façon à pouvoir utiliser 
le calcul de la variation en cohomologie de de Rham donné dans [B.97] . 
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